Graphes fortement connexes c-minimaux et Graphes sans circuit co-minimaux  by Chaty, Guy
JOURNAL OF COMBINATORL4L THEORY 10, 237-244 (1971) 
Graphes fortement connexes c-minimaux 
et Graphes sans circuit co-minimaux 
GUY CHATY 
Institut Blaise Pascal, Paris, France 
Communicated by Claude Berge 
Received January 21, 1969 
Les graphes fortement connexes c-minimaux (resp. saris circuit co-minimaux) 
sont des graphes fortement connexes (resp. saris circuit) dont le nombre total 
de circuits (resp. cocircuits) elementaires est minimal. 
On caracterise ces graphes par I’existence d’un arbre (ou dun coarbre) 
particuher. On examine quelques-unes de leurs proprietes. 
L’ttude s’effectue dans le module des flots (ou des tensions) a l’aide de matrices 
dont les lignes constituent une base de generateurs de ce module. Elle peut Ctre 
Btendue a un sous-module unimodulaire de Z”. 
Les resultats tnoncks pour les graphes sont generalisables aux digraphoides. 
1. INTRODUCTION 
Soit G = (X, U) un graphe fini, connexe, oh X est l’ensemble des n 
sommets et U l’ensemble des m arcs. 
Tout cycle c de G est identifie a un vecteur (cl , c2 ,..., c,,) de Z”; le mot 
cycle designera indifferemment un cycle de G ou le vecteur correspondant 
de Zm [2]. 
Soit @ le module des flots de G, sous-module de Z”. Soit B une base de 0, 
formee de k = m - n + 1 cycles tlementaires independants et C = (cd) 
une matrice cyclomatique correspondante (les k lignes correspondent aux 
k cycles cj de B et les m colonnes aux m arcs 01~ de G). 
Si @ possede une base LA? de k circuits tltmentaires independants, une 
matrice cyclomatique correspondante est appelte matrice de circulation V. 
Une matrice cyclomatique fondamentale C, est obtenue a partir d’un 
arbre H, graphe partiel de G [2]. Elle est formee de 2 sous-matrices: 
Ik , matrice unite k x k et 
C, = (cd), k+l <i<m, 1 <j,(k. 
Nous noterons: C, = (Ik , CH). 
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C, est une matrice Pchelon (elle contient parmi ses colonnes les k 
vecteurs unites). Rtciproquement: 
PROPOSITION 1. Si une matrice cyclomatique C est une matrice Pchelon, 
la base B correspondante peut dtre obtenue Li partir d’un arbre H, graphe 
partiel de G. 
En effet, on peut montrer que k vecteurs-colonnes distincts, chacun 
Ctant Cgal a un vecteur unite, dtterminent un ensemble d’arcs qui est le 
coarbre associt a l’arbre H cherche. I1 peut y avoir plusieurs arbres H 
a partir de chacun desquels B peut etre obtenue. 
S’il existe un arbre H, graphe partiel de G, tel que tous les cycles ClCmen- 
taires associts a cet arbre sont des circuits, la matrice C, associee a H est 
appelee matrice de circulation fondamentale et notee gH . Un tel arbre 
s’appellera arbre de circulation. 
On obtient des notions duales des prectdentes en considerant les cycles 
et les tensions de G. La terminologie et les notations seront les suivantes: 
cocycle d, 
I=n--l =m-k, 
module des tensions 0, 
matrice cocyclomatique D, 
matrice de cocirculation B, 
coarbre, graphe partiel de G, complementaire par rapport a U, d’un 
arbre H, graphe partiel de G : K = R, 
matrice cocyclomatique fondamentale D, = (B, , I,), Dx. = (dij), 
1 <i<k,l <j<I, 
matrice de cocirculation fondamentale ,QK , 
coarbre de cocirculation: tous les cocycles Clementaires associts a ce 
coarbre sont des cocircuits. 
2. GRAPHES FORTEMENT CONNEXES C-MINIMAUX 
2.1. DEFINITION. Un graphe fortement connexe de n sommets et m arcs 
a au moins k = m - n + 1 circuits Clementaires [2]. 
Nous appelons “graphe fortement connexe c-minimal” un graphe 
fortement connexe de n sommets et m arcs dont le nombre total de circuits 
Clementaires est minimal, c’est-a-dire Cgal a k [5]. 
2.2. OBTENTION. Soit un graphe G, , connexe, tel que par chaque arc 
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passe au moins un cycle Clementaire. Par inversion de certains arcs, on 
transforme G, en un graphe G qui possede un arbre de circulation [4]. 
On montre que G est fortement connexe c-minimal [5]. 
2.3. CARACT~RISATION. Soit G un graphe fortement connexe c-minimal 
de n sommets et nz arcs. @ admet une base 93 de k = m - n + 1 circuits 
elementaires et G ne posdde pas d’autres circuits Cltmentaires que ceux 
de B. Soit %T une matrice de circulation correspondant a %?. Montrons 
que +T est une matrice echelon. 
Supposons que v, vecteur unite dont la j&me composante est tgale a 1, 
ne figure pas dans les colonnes de %. Par tout arc du circuit cj passe au 
moins un circuit Clementaire distinct de 8, sinon v serait dans V. A tout 
arc ai de 8, faisons correspondre ci: un des circuits elementaires distincts 
de cj qui passent par oli (plusieurs ci peuvent &tre confondus). Soit 
T = s(cj) = {i / cij # 0} = {iI, i 2 ,..., it}. Montrons que 9 = CiET ci - cj 
est un flot positif non nul. 
y est une combinaison lintaire de cycles, done un flot. De plus: 
cig = 1, cp 1, 1 <q<t. 
Done: 
et les composantes de 9) ne peuvent &tre toutes nulles, car pour tout ci, 
il existe s tel que csi = 1 et c,? = 0 (sinon, s(ci) C s(cj), c’est-a-dire 
l’ensemble des arcs de ci serait strictement contenu dans l’ensemble des 
arcs de 8, ce qui ne peut &tre). 
q = xieT ci - cj &ant un flot positif non nul, est une combinaison 
lirkaire positive de circuits Clementaires c” [2, 41. Les circuits Clementaires 
ci (i E T), ci, c” ne sont done pas indtpendants, ce qui contredit le fait 
qu’ils appartiennent tous a 9# d’apres l’hypothese. Done V est une matrice 
echelon. 
D’aprts la Proposition 1, G posdde un arbre de circulation au moins. 
D’oh: 
THI?OR~~ME 1. Un graphe fortement connexe est c-minimal si et seulement 
si il possPde un arbre de circulation 
2.4. PROPRI~T~S. Un graphe fortement connexe c-minimal &ant 
donne, on sait qu’ii possede un arbre de circulation au moins. 
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PROPOSITION 2. Par tout arc du coarbre R, ilpasse un circuit Gmentaire 
et un seul[5]. 
PROPOSITION 3. La matrice cocyclomatiquefondamentale DR = (DJJ, I,) 
est telle que DR n’a que des coeficients &aux ci 0 ou -1. 
DEMONSTRATION. %TH = (Z, , eH) = (cij), DE = (d,j). 
Tout vecteur-ligne de SCH est orthogonal a tout vecteur-ligne de Dg : 
,$ cijdi8 = 0, 1 <j < k, 1 < s < 1. 
Done: 
Done 
dj” + cj 
s+k = 0, 1 <j<k, l<s<i. 
Puisque gn n’a que des coefficients Cgaux a 0 ou 1, la proposition est 
dtmontree. 
3. GRAPHES SANS CIRCUIT CO-MINIMAUX 
3.1. DEFINITION. Un graphe saris circuit co-minimal est un graphe 
connexe saris circuit dont le nombre total de cocircuits Clementaires est 
minimal (c’est-a-dire tgal a I). 
3.2. Par des demonstrations utilisant les matrices cocyclomatiques, 
on obtient des resultats duaux de ceux de 2.2, 2.3, 2.4, en particulier: 
THI~ORBME 2. Un graphe sans circuit est co-minimal si et seulement si il 
possbde un coarbre de cocirculation. 
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3.3. On peut deduire un graphe sans circuit co-minimal d’un graphe 
fortement connexe c-minimal: 
PROPOSITION 4. Etant don& un graphe fortement connexe c-minimal G 
et un arbre de circulation H de G, on peut dt!duire de G un graphe saris circuit 
co-minimal en inversant 6 = min(k, I) arcs: soit les 1 arcs de H, soit les 
k arcs de II. 
En inversant les I arcs et seulement les I arcs de H dans G, on obtient 
un graphe G’. En inversant les k arcs et seulement les k arcs de il dans G, 
ce qui revient a inverser tous les arcs de G’, on obtient un graphe G”. 
G’ et G” sont des graphes sans circuit [5]. Montrons que ce sont des 
graphes sans circuit co-minimaux. 11 suffit de considerer G” par exemple. 
La matrice cocyclomatique fondamentale de G associee a Z? est 
Dn = (Dn, ZJ. Celle de G”, associee au coarbre K” dtduit de R par 
inversion des arcs, est: DK” = c--D&, ZJ. D’apres la Proposition 3, 
D,- est une matrice de cocirculation fondamentale, ce qui demontre la 
Proposition 4. 
On peut Cnoncer et demontrer une proposition duale de celle-ci. 
4. SOUS-MODULES UNIMODULAIRES DE 27 p-MINIMAUX 
L’ttude qui est faite dans [5] et dans ce qui precede sur le module des 
flots (ou des tensions) d’un graphe conduit a mettre en evidence un resultat 
plus general relatif aux sous-modules unimodulaires de 2”. 
Soit A4 un sous-module unimodulaire de Z”. Le support d’un vecteur x 
de M est l’ensemble s(x) = {i 1 i E Yet xi f 0} avec Y = (1,2,..., m}. 
Un element x non nul de A4 est dit minimal si son support est minimal 
dans l’ensemble ordonne par inclusion des supports des elements non 
nuls de A4 [3]. C’est un generateur si, de plus, ses composantes sont Cgales 
a 0, 1 ou -1 (Pour les graphes, un cycle (resp. cocycle) Clementaire est 
un gtnerateur de @ (resp. 0); un circuit (resp. cocircuit) eltmentaire est un 
generateur positif de @ (resp. 0)) 
Soit A = (u() une matrice echelon p x m dont les p lignes &’ sont des 
generateurs de M et constituent une base B de M. 
PROPOSITION 5. Tout gPnPrateur positif v de M autre que ceux appar- 
tenant Pventuellement h B peut &tre obtenu comme somme de plusieurs 
Iignes de A. 
DEMONSTRATION. v est une combinaison Iineaire des lignes de A: 
Vi = C AjUijy Vi E Y, J = (l,..., p}. 
jEJ 
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Puisque A est une matrice echelon: 
Done 
Yi,, E J, 3iE Y, L’i = hj,U? + C U,jhj = hj, . 
&J-(&i 
Comme u est un gtnerateur positif, hj0 est tgal a 0 ou 1, et ceci, pour 
tout j, E J. Ce qui dtmontre la proposition. 
Nous supposons dans la suite que M a un vecteur d composantes toutes 
positives. 11 est alors engendrt par ses generateurs positifs [4]. Soit a une 
base de M constitue par p generateurs positifs. Nous dirons que M est 
p-minimal si M n’a pas d’autres generateurs positifs que ceux de LB (ce qui 
revient a dire que L% est unique). 
PROPOSITION 6. Si p generateurs positifs de M, constituant une base 99, 
sont les lignes d’une matrice PcheIon &, M est p-minimal. 
DEMONSTRATION. Considerons un ensemblefde plusieurs lignes de ~2. 
Si les elements de f sont tous disjoints 2 a 2, leur somme n’est pas un 
element minimal de M. 
Si les elements de f ne sont pas tous disjoints 2 a 2, leur somme a des 
composantes plus grandes ou Cgales B 2 et n’est done pas un gentrateur. 
D’apres la Proposition 5, M n’a pas d’autres generateurs positifs que 
ceux de ~8. Ce qui dtmontre la proposition. 
Reciproquement, supposons que M soit p-minimal. Soit z2 une matrice 
dont les lignes sont les p generateurs positifs qui engendrent M. Nous 
pouvons montrer que &’ est une matrice echelon en gtntralisant aisement 
la demonstration de 2.3. D’ou: 
TH~OR~ME 3. Un sous-module unimodulaire de ZnE possedant un 
vecteur a composantes tomes positives est p-minimal si et seulement si les p 
gene’rateurs posittfs qui l’engendrent sont les Iignes d’une matrice echelon. 
Soit M un module p-minimal et &’ une matrice echelon dont les lignes 
sont les gentrateurs positifs de M. Nous pouvons Ccrire saris perte de 
gtneralitt: & = (Z, , do). Supposons p -C m. 
Soit M* le module orthogonal de M dans Z”. L’ensemble des v = m - p 
lignes de la matrice A * = (-A@‘,=, I,), ,aZ,= designant la transposte de &, , 
constitue une base de v generateurs de M* [4]. 
GRAPHES FORTEMENT CONNEXES C-MINIMAUX 243 
Les lignes de la matrice &” formCe des colonnes non nulles de (J@‘,,~, I,) 
sont les gk-kateurs positifs constituant une base .!A?’ d’un module M’. ~1’ 
&tant une matrice tchelon, M’ est v-minimal: 
PROPOSITION 7. A tout module p-minimal est associP un module (m - p)- 
minimal. 
5. DICRAPHO~DES FORTEMENT CONNEXES C-MINIMAUX 
ET DIGRAPHOiDES SANS CIRCUIT CO-MINIMAUX 
Les digraphofdes ont CtC dCfinis axiomatiquement par Minty [6]. 
Les rksultats prCcCdents portant sur les graphes peuvent %re gCnCralisCs 
aux digraphoides: 
La matrice des cycles et la matrice des cocycles d’un digraphoide G 
Ctant construites, on peut dCfinir le module des “jots” et le module des 
“tensions” de G relativement B 2 (la notion de cycle (resp. cocycle) pour 
les digraphojdes correspond B celle de cocycle (resp. cocycle) ClCmentaire 
pour les graphes). 
Ces modules Ctant des sous-modules unimodulaires de Z” orthogonaux 
(ceci ressort des travaux de Tutte, en particulier [7], et de Minty [6]), 
on peut gCnCraliser aux digraphoides les definitions et les propriktts des 
graphes fortement connexes et des graphes saris circuit, les Cnoncts sur les 
flots et les tensions d’un graphe [2], la possibilitk d’existence d’un arbre de 
circulation ou d’un coarbre de cocirculation [4]. Les raisonnements 
effectuks sur les matrices dont les lignes constituent une base de gtkkrateurs 
de @ ou de 0 peuvent Etre repris sur des matrices (que l’on peut appeler: 
matrices cyclomatiques, matrices de circulation,...) extraites de la matrice 
des cycles ou de la matrice des cocycles du digraphoide et dont les lignes 
forment une base de gCnCrateurs du module des flots ou du module des 
tensions du digraphoide. 
Ces dkmonstrations et les rCsultats CnoncCs ne font pas appel B la notion 
de “sommet,” ce qui est conforme B l’axiomatique de Minty: m Ctant le 
cardinal de l’ensemble des “arcs” du digraphoide, k sera le cardinal de 
tout coarbre, 1 = m - k le cardinal de tout arbre du digraphoide. 
Ces rksultats, valables pour les digraphoPdes, le sont par suite pour les 
multigraphes orient&. 
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